2M460 — Année 2014-2015

Correction du partiel du 30 octobre 2014

Exercice 1 :
1) Ln (nsin(+) )1 =Ln (1— g + 5e(1)) ~ —gkz. On a faire & des séries de signe con-
stant. Comme ) -5 converge, la série ) U7, converge.
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La série considérée converge comme somme des deux séries convergentes suivantes :
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3) Soit h > 0. On a Ln(14+h)+asin(h) = (1+o¢)h—?+h2€(h) est, pour h suffisamment
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petit, du signe de (1 + a)h si a # —1 et du signe de Y sia=—1.
1 1 1 1 1 1
E ticulier Ln(1 4+ — in | — 1 —— —=+ —¢€(—).
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Premier cas : o # —1 Alors le terme général dc la série est équivalent a (1 + a) la
série (dont les termes sont de signe constant a partir d’un certain rang) diverge.

Deuxieme cas : a = —1. Alors le terme général de la série est équivalent a —
(dont les termes sont négatifs & partir d’un certain rang) converge.

5 L. la série

Exercice 2

1 —Ln(¢
a) La fonction considérée est dérivable de dérivée T() Elle est donc décroissante
sur [e, +o00].
—1)"Ln(n
b) D’apres le critére des séries alternées, la série (=1)"In() converge.
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Comme L > —, la série > L diverge (critere de comparaison pour des séries
n n n

positives).

) < [ f)dt < sy
Ln(N)?

¢) De la décroissance de f, on déduit, pour N > 4, sy —
Ln(N)? B Ln(3)?
2 2

, lui-méme équivalent a

et donc sy est équivalent & fSN ft)ydt =

Ln(N)?
Donc sy équivalent a ﬁ



Exercice 3 :

1 et 2) La fonction F' est définie sur R car f est continue. Comme > 0, elle est

1
Vit 41
strictement positive si x > 0, strictement négative si x < 0, nulle si x = 0.

Todt
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est continue, H est dérivable. La fonction F' s’exprime de fagon simple en fonction de H :

2 1
F(z) = H(2z) — H(z). On en déduit que F est dérivable et F'(z) = Aot A
x x

3) Soit H : R — R définie par : pour tout réel xz, on a H(x Comme f

1
4) On a F(z) = F(Q—)
T
5) Comme F est dérivable en 0, on a (par la formule de Taylor Young) F(x) = zF'(0) +
ze(z) = z + xe(x). Au voisinage de +00, on a F(z) = F(55) = 5 + 5 €(5). Donc F(x) est
équivalent a i lorsque x tend vers 4o0.
6) La fonction F est positive sur R, on peut utiliser les critéres de comparaison. L’intégrale

Jy F(t)dt est divergente.

Exercice 4 :

1) La fonction Ln(1 + %) est positive et équivalente & au voisinage de +o0o0. Par

12
comparaison avec une intégrale de Riemann, elle est convergente.

La fonction u(t) = In(1 + ;) est de classe C! et sa dérivée est u/(t) =

Bt
fonction v(t) = t est de classe C'. On peut faire une intégration par parties :
/xln 1+ Lar) = zln (1+ %) —Ln(2)+2/xL
1 12 x2 1 14 ¢2

= aLn(1+ -5) — Ln(2) + 2Artg(z) — %

Lorsque 2 tend vers +00, le terme de droite tend vers —Ln(2)+%. Onadonc [ In (1+ %) =
—Ln(2) + 3.
2) Il y a un probléme de convergence en 0 et en +oo.
asin (%)
T+ 7).
“+o0 : 1
0 <xl,y> our v €]1, %] On en déduit que . Md:ﬂ converge.

Au voisinage de +00, la fonction est positive et équivalente & —/——— =

x%Ln(l +x)

N ' ) U Vasin (%)
Au voisinage de 0, la fonction n’a pas un signe constant. Montrons que — L dr

o Ln(1+x)

valsin(g) | _ Ve
In(1+2z) — In(l1+ax)
1 1
de 0, i ~ —, lintégrale / i
In(1 + z) N3 o In(1+2x)
Yz |sin () |

——2~—dz (théoréme de comparaison pour des fonctions positives).

o Ln(1+x)
+o0 : 1
En conclusion, / de converge
0 Ln(1+ z)

est absolument convergente. On a Comme, au voisinage

est convergente, il en est de méme de
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Exercice 5 : Soit S, = > ;_,Ux. Ona S, <2 Z = Donc Y U, converge.
k=1



