
Mémo : suites/séries de fonctions

Modes de convergence - suite
Soit I un intervalle (ouvert ou fermé). Soit (fn)n∈N : I → R, un suite de fonc-

tions réelles. Soit f : I → R. On peut dire que fn converge vers f selon 3 modes
différents :

1. Convergence simple : ∀x ∈ I, lim
n→∞

fn(x) = f(x).

2. Convergence uniforme ∀ε > 0, ∃N ∈ N tel que ∀x ∈ I, ∀n > N , |fn(x) −
f(x)| < ε.

3. Convergence uniforme sur tout compact Pour tout couple (a, b) d’élé-
ments de I avec a < b. fn converge uniformément vers f sur [a, b].

Ces modes de convergence sont hiérarchisés :
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Modes de convergence - Séries
Soit I un intervalle (ouvert ou fermé). Soit (fk)k∈N : I → R, un suite de fonctions

réelles. Pour tout n ∈ N, on définit

Un : I → R

x 7→
n∑

k=0
fk(x),

c’est une suite de fonctions sur I. Soit f : I → R. On peut dire que la série ∑
fk

converge vers f selon 3+2 modes différents :
1. Convergence simple,Convergence uniforme etConvergence uniforme

sur tout compact si Un converge simplement (uniformément, uniformément
sur tout compact) vers f .

2. Convergence normale : ∀k ∈ N,∃εk > 0 tels que pour tout x ∈ I, |fk(x)| <
εk et

∞∑
k=0

εk converge,

(et Un converge simplement vers f).
3. Convergence normale sur tout compact : Pour tout couple (a, b) d’élé-

ments de I avec a < b. fn converge normalement vers f sur [a, b].
Ces modes de convergence sont hiérarchisés :
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Propriétés sous convergence uniforme
Soit (fn)n∈N : I → R une suite de fonctions sur un intervalle I telle que fn converge

uniformément vers I, alors :
1. (Continuité) Si fn continue pour tout n alors f est continue.
2. (Dérivation) Si fn est dérivable et la suite de fonction f ′(n) converge unifor-

mément vers une fonction f̃ alors : (1) f est dérivable et (2) f ′ = f̃ .
3. (Limite) Si I =]a, b] avec a ∈ R ou a = −∞ alors

lim
n→+∞

lim
x→a

fn(x) = lim
x→a

f(x).

4. (Intégration) Si I est borné et les fn sont intégrables, alors f est intégrable
et

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(x) =

∫ b

a
f(x)

Exercices classiques
Exercice 1. Pour chacune des suites de fonctions suivantes, déterminer le mode de
convergence.

1. fn(x) = tn sur I = [0, 1].
2. fn(x) = e−nt sur I = [0, 1].

Exercice 2. Pour chacune des séries de fonctions suivantes, déterminer le mode de
convergence

1. ∑∞
k=0 x

k, sur I = [0, 1[.
2. ∑∞

k=0
xk

k! , sur I = [0, 1] (et I = [0,+∞[).
3. ∑∞

k=1
1

1+k2x
, sur I =]0,+∞[.

4. ∑∞
k=1 x

k(1− xk), sur I = [0, 1].

Exercice 3. On pose S(x) = ∑∞
k=1

1
1+k2x

sur I =]0,+∞[, montrer que
1. S est bien définie et continue sur I
2. S est dérivable sur I.
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